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1.

(a)

REPONSE: 0

Solution 1

Puisque 3x — 3y = 24, alors x — y = 8.

Pour obtenir I’abscisse a 'origine, on pose y = 0 et on obtient z = 8.

Pour obtenir 'ordonnée a 1’origine, on pose x = 0 et on obtient y = —8.

La somme de l'abscisse a l'origine et de 'ordonnée a l'origine est égale a 8 + (—8), ou 0.

Solution 2
Pour obtenir ’abscisse a 'origine, on pose y = 0 et on obtient 3z = 24, d’'ou x = 8.
Pour obtenir 'ordonnée a 'origine, on pose x = 0 et on obtient —3y = 24, d’ou y = —8.

La somme de l'abscisse a l'origine et de 'ordonnée a l'origine est égale a 8 + (—8), ou 0.

Solution 3

Puisque 3x — 3y =24, alorsx —y =8, ouy =z — 8.

D’apres cette derniere équation, 'ordonnée a 'origine est égale a —8. Pour obtenir 1'abs-
cisse a l'origine, on pose y = 0 et on obtient x = 8.

La somme de I'abscisse a l'origine et de 'ordonnée a l'origine est égale a 8 + (—8), ou 0.

REPONSE : 20

Puisque les droites se coupent au point (1,1), ces coordonnées vérifient I’équation de chaque
droite.

D’apres 1’équation de la premiere droite, on a p(1) = 12, ou p = 12.

D’apres 1’équation de la deuxieme droite, on a 2(1) 4+ ¢(1) = 10, d’ott ¢ = 8.

Donc p + g = 20.

Solution 1

B est le point d’intersection des droites définies par y = x et x + 2y = 12. Pour déterminer
ses coordonnées, on reporte y = x dans la deuxieme équation pour obtenir x + 2x = 12,
d’ou z = 4.

y
y=-X y=X
A
B
X+2y=12
X
Puisque y = z, B a pour coordonnées (4,4).
A est le point d’intersection des droites définies par y = —x et 42y = 12. Pour déterminer
ses coordonnées, on reporte y = —x dans la deuxieme équation pour obtenir x — 2x = 12,
d’ou x = —12.
Puisque y = —z, A a pour coordonnées (—12,12).

La longueur du segment AB est égale a la distance entre A et B.
Donc, AB = /(4 — (—12))2 + (4 — 12)2, c’est-a-dire que AB = /162 + (—8)2, d’ou
AB = /320, ou AB = 8/5.
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Solution 2
On détermine les coordonnées de A et de B comme dans la Solution 1.
Puisque la droite d’équation y = = a une pente de 1 et que la droite d’équation y = —x a

une pente de —1 et que le produit de ces pentes est égal a —1, les droites sont perpendi-
culaires. Donc ZAOB = 90°, O étant 'origine.

Puisque B a pour coordonnées (4,4), alors OB = /42 + 42, ou OB = /32. Puisque A a
pour coordonnées (—12,12), alors OA = /(—12)2 + 122, ou OA = /288.

D’apres le théoreme de Pythagore dans le triangle AOB, AB = OB? + OA2?, c.-a-d. que
AB = /32 + 288, ou AB = /320, d’ott AB = 8/5.

REPONSE: 9
Pour que la moyenne des deux chiffres soit égale a 5, leur somme doit étre égale a 10.

Les entiers positifs de deux chiffres dont la somme des chiffres est égale a 10 sont 19, 28,
37, 46, 55, 64, 73, 82, 91. Il y en a 9.

REPONSE: n = 45
Solution 1

Supposons que le nombre n s’écrit AB, A et B étant des chiffres. On a donc n = 10A+ B.

A+ B
La moyenne des chiffres de n est égale a _g :

Or, placer une virgule décimale entre les chiffres de n équivaut a diviser n par 10. Le

10A+ B
nombre obtenu est égal a —+

On cherche donc les valeurs de A et de B pour lesquelles :

10A+ B A+B

10 2
10A+B = 5(A+ B)

bA = 4B

Puisque A et B sont des chiffres tels que 5A = 4B, il n’y a qu’une seule possibilité, soit
A=4et B=5. Doncn=45.

(On peut vérifier que la moyenne des chiffres de n est égale a 4,5, soit le nombre obtenu
lorsqu’on place une virgule décimale entre les chiffres de n.)

Solution 2

Lorsqu’on calcule la moyenne de deux chiffres, on obtient soit un entier, soit la moitié d’un
entier, c’est-a-dire un nombre de la forme a,5.

Les moyennes possibles sont donc : 0,5; 1,0; 1,5; 2,0; 2,5; 3,0; 3,5; 4,0; 4,5; 5,0; 5,5;
6,0; 6,5; 7,0; 7,5; 8,0; 85; 9,0 (Il est impossible d’obtenir une moyenne de 0,0, car les
deux chiffres ne peuvent pas tous les deux étre 0.)

Dans cette liste, le seul nombre qui est égal a la moyenne des deux chiffres qui le forment
est 4,5.

Donc n = 45. (On I’a obtenu en enlevant la virgule décimale de 4,5.)

Solution 1

Puisque les trois premiers entiers ont une moyenne de 28, ils ont une somme de 3(28), ou
84. Puisque les cing entiers ont une moyenne de 34, ils ont une somme de 5(34), ou 170.
Or, la différence entre ces deux sommes doit étre égale a s+¢. On a donc s+t = 170 — 84,
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ou s+t = 86. ;
La moyenne de s et de t est donc égale a i , ou 43.
Solution 2
. . . . a+b+c
Soit a, b et ¢ les trois premiers entiers. On a donc —5 = 28, oua+b+c=84.
b t
De plus, ot +§+S+ =34,oua+b+c+s+t=170.
Donc s+t=(a+b+c+s+t)—(a+b+c), dous+t=170 — 84, ou s+t = 86.
t
La moyenne de s et de t est donc égale a i , ou 43.

Solution 3

Soit M la moyenne de s et de t.

Puisque la moyenne des trois premiers entiers est égale a 28, que la moyenne de s et de t
est égale a M et que la moyenne des cinq nombres est égale a 34, alors 34 doit étre situé,
sur la droite numérique, a % de la distance de 28 a M. Or sur la droite numérique, la
distance de 28 & 34 est égale & 6. Donc, la distance de 28 & M doit étre égale & 2(6), ou
15. Donc, la moyenne M de s et de t est égale a 28 4+ 15, ou 43.

REPONSE: (21, — 1)

Solution 1

Les abscisses a l'origine de la parabole sont 20 et 22.

Par symétrie, I’abscisse du sommet est égale a la moyenne des abscisses a l'origine, soit a
1(20 +22), ou 21.

Lorsque z = 21, y = (21 — 20)(21 — 22), ou y = —1.

Les coordonnées du sommet sont (21, — 1).

Solution 2

On développe le membre de droite de I’équation pour obtenir y = a2 — 422 + 440.

On détermine 1’équation canonique en complétant le carré :

y=12%—2(21)x + 212 — 212 + 440, Aot y = (z — 21)* — 441 + 440, ou y = (z — 21)* — 1.
D’apres cette équation, les coordonnées du sommet sont (21, — 1).

La parabole d’équation y = x? + 2 a pour sommet A(0,2).

On détermine 1'équation canonique de la parabole définie par y = 2% —62+7 en complétant
le carré. On obtient y = (z — 3)> =9+ 7, dou y = (v — 3)* — 2.

Cette parabole a pour sommet B(3, — 2).

Le triangle OAB a pour sommets 0(0,0), A(0,2) et B(3, — 2).

Voici une esquisse du triangle : y

A0,2)

B(S’ _2)

La base OA a une longueur de 2 et la hauteur correspondante est égale a la distance du
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sommet B a ’axe des ordonnées, soit 3.
Donc, laire du triangle OAB est égale & $(2)(3), ou 3.

REPONSE: R =12

Solution 1
On nomme certains points de la figure.
A X Y Z
3 1
B
2 R
C
5 10
D

Les trois rectangles qui forment une colonne ont la méme largeur. Le rapport de leur
aire est donc égal au rapport de leur hauteur. Selon la colonne du milieu, on a donc
AB:BC =1:2.

Dans la premiere colonne, 1'aire du rectangle du milieu doit donc étre le double de 'aire

du rectangle du haut. On a donc BC' : CD =6 : 5.
D’apres la troisieme colonne, on a R: 10 =6 :5, d'ou R = 12.

Solution 2
Soit x la largeur de la premiere colonne.

Puisque le rectangle en haut a gauche a une aire de 3, la rangée du haut a une hauteur

de §
T

. . : . 5
Puisque le rectangle en bas a gauche a une aire de 5, la rangée du bas a une hauteur de —.
x

: , 3 . .
Puisque la rangée du haut a une hauteur de — et que le rectangle au milieu de la rangée
x

du haut a une aire de 1, la colonne du milieu a une largeur de —.

Puisque le rectangle au milieu de la deuxieme rangée a une aire de 2, la rangée du milieu

a donc une hauteur de —.
T

. , 5 . . :
Puisque la rangée du bas a une hauteur de — et que le rectangle en bas a droite a une aire

de 10, alors la troisieme colonne a une largeur de 2z.

6
Puisque le rectangle R a une hauteur de — et une largeur de 2z, son aire est égale a 12.
x

Solution 3
Soit a, b, ¢, x, y et z les longueurs indiquées.
X Yy VA
a 3 1
b 2 R
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Onadoncar=3,ay=1,by=2,bz=R, ct =5 et cz = 10.
On cherche la valeur de bz.

2)(1
Or bz = M, c’est-a~dire que bz = M, d’ou bz = 12. Donc R = 12.
(ay)(cz) (1)(5)
Solution 1
Puisque ZAOB = 90°, AB est un diametre du cercle.
On trace le diametre AB.
y

C(L,1)

O B(2,0)

Puisque C est le centre du cercle et que AB est un diametre, alors C' est le milieu du
segment AB. Les coordonnées de A sont donc (0,2).

L’aire de la partie du cercle qui se trouve dans le quadrant I est donc égale a l'aire du
triangle AOB plus l'aire du demi-cercle au-dessus de AB.

Le rayon du cercle est égal a la distance de C' & B, soit /(1 — 2)2 + (1 — 0)2, ou v/2. L’aire
du demi-cercle est donc égale a 17(v/2)%, ou .

L’aire du triangle AOB est égale a 1(OB)(AO), c’est-a-dire & 1(2)(2), ou 2.

La partie du cercle qui se trouve dans le quadrant I a donc une aire de 7 + 2.

Solution 2
Puisque ZAOB = 90°, AB est un diametre du cercle. On trace le diametre AB.
y
A
C(1,1)
O B(2,0)

Puisque C est le centre du cercle et que AB est un diametre, alors C' est le milieu du
segment AB. Les coordonnées de A sont donc (0,2).

Donc AO = BO.

Par symétrie, le point D(2,2) est sur le cercle. Il nous permet donc de « compléter le
carré ».
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A D(2,2)

C(L,1

O B(2,0)

Le carré a une aire de 4.

Le rayon du cercle est égal a la distance de C' & B, soit \/(1 — 2)2 + (1 — 0)2, ou v/2. L’aire
du demi-cercle est donc égale a 17(v/2)%, ou 7.

La partie du cercle a 'extérieur du carré a une aire de 21 — 4. Cette partie est divisée en
quatre portions ayant chacune une aire de }1(27 —4), ou %77 — 1. Or, deux de ces portions
sont les seules parties du cercle a 'extérieur du quadrant I.

Donc, la partie du cercle qui se trouve dans le quadrant I a une aire de 27 — 2(%7r - 1),

ou 7w+ 2.

Voici deux autres fagons de déterminer les coordonnées de A :

i. Le rayon OC' a une longueur de /12 + 12, ou v/2. Puisque le cercle a pour centre (1,1)
et pour rayon y/2, son équation est (z — 1)2 + (y — 1) = 2.
Pour déterminer 1'ordonnée de A, on pose x = 0. On obtient (0 — 1)? + (y — 1)? = 2,
d’ott (y —1)> = 1. Donc y = 0 ou y = 2. Puisque y = 0 donne I'ordonnée du point O,
y = 2 donne celle de A. Les coordonnées de A sont donc (0,2).

ii. Puisque O et A sont sur le cercle et que le déplacement horizontal de chaque point a
C est égal a 1, alors le déplacement vertical de O a C, soit 1, doit étre le méme que
celui de C' a A. Les coordonnées de A sont donc (0,2).

REPONSE : 2
Puisqu’il y a 5 facons de choisir a et 3 fagcons de choisir b, il y a 15 fagons de choisir a et b.
Si a est pair, alors a’ doit étre pair; si a est impair, a® doit étre impair.
Donc, les choix de a et de b pour lesquels a’ est un nombre pair sont ceux pour lesquels
a est pair. Il y en a 6. En effet, il y a 2 choix pour la valeur de a et pour chacun de ces
choix, il y a 3 choix pour la valeur de b. (On remarque que la valeur de b n’a aucun effet
sur la parité de a’. La probabilité dépend donc du choix de a seulement.)

6 2

La probabilité est donc égale a 1¢, ou .

Au départ, il y a 4 chapeaux bleus et 2 chapeaux verts dans le sac. La probabilité de

choisir un chapeau bleu est donc égale a %, ou % Le chapeau bleu serait alors remplacé

par un chapeau vert et il y aurait alors 3 chapeaux bleus et 3 chapeaux verts dans le sac.
Pour revenir a la situation de départ, soit 4 chapeaux bleus et 2 chapeaux verts, il faudrait
enlever un chapeau vert et le remplacer par un chapeau bleu. Puisque le sac contient 3

chapeaux de chaque couleur, la probabilité de choisir un chapeau vert est égale a % La
probabilité de choisir un chapeau bleu, suivi d'un chapeau vert est donc égale a % X %, ou %
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Au départ, il y a 4 chapeaux bleus et 2 chapeaux verts dans le sac. La probabilité de
choisir un chapeau vert est égale a %, ou % Le chapeau vert serait alors remplacé par un
chapeau bleu et il y aurait alors 5 chapeaux bleus et 1 chapeau vert dans le sac.
Pour revenir a la situation de départ, soit 4 chapeaux bleus et 2 chapeaux verts, il faudrait
enlever un chapeau bleu et le remplacer par un chapeau vert. Puisque le sac contient 5
chapeaux bleus et 1 chapeau vert, la probabilité de choisir un chapeau bleu est égale a g.
Donc, la probabilité de choisir un chapeau vert, suivi d’'un chapeau bleu est donc égale a
5 X2 ou .
Ce sont les deux seules facons de revenir a la situation initiale apres deux tours, soit
enlever un chapeau bleu, suivi d'un vert, ou enlever un chapeau vert, suivi d'un bleu.
Dongc, la probabilité pour qu’apres deux tours, le sac contienne de nouveau 4 chapeaux
11

bleus et 2 chapeaux verts est égale a % + 1%, ou iz

REPONSE: a = 1
On additionne les deux équations, membre par membre :

sin? x + cos® = + sin? Y+ cos? y = %a + %CL?
2 = 3a+1id?
4 = 3a+ a
0 = a*+3a—4
0 = (a+4)(a—1)
Donca=—-4oua=1.
Or, a = —4 doit étre rejeté, car la 1" équation deviendrait sin®z + cos?y = —6, dont le

membre de gauche est positif et le membre de droite est négatif.

La seule valeur possible de a est 1.

(Si z = 90° et y = 45°, on obtient sin?x + cos?y = % et cos?x + sin’y = %, ce qui
confirme que a = 1 est possible.)

D’apres les renseignements donnés, PC' = PB.
Si on réussit a connaitre la longueur PC, on peut déterminer la valeur de h, puisqu’on
connait déja la longueur AC.

Le triangle C'PB est isocele, car PC' = PB. De plus, BC' = 2 et Z/BPC = 120°. Puisque
ce triangle est isocele, /PCB = ZPBC = 30°.

N,

M

On joint P au milieu M de BC'. Puisque le triangle PC B est isocele, PM est perpendicu-
laire & BC. Le triangle PM (' est donc un triangle remarquable 30°-60°-90° et C'M = 1.
Donc PC' = \%

(On peut utiliser plusieurs autres approches pour calculer la longueur PC'.)

2
Puisque le triangle APC est rectangle, AP? = AC? — PC?. Donc h? = 2?2 — (\%) ,
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d’oﬁh2:4—§,ouh2:§.Donch:\/g,ouh:2 %,d’m\lh:%6

REPONSE : k = 233

Solution 1

On calcule les 15 premiers termes, tout en les écrivant sous la forme du produit d’un entier
et d'une puissance de 10 :

2.5,10,5 x 10,5 x 102, 5% x 10%,5% x 10°,5° x 10%, 5% x 10'3,5!3 x 10*!, 52! x 10%,

534 % ]_0557 555 % 10897589 % ]_01447 5144 % 10233

Puisque le 15° terme est égal au produit d’un entier impair et de 10?33, il se termine avec
233 zéros.

Solution 2

Pour calculer le 6° terme, on multiplie 50 x 500 et on obtient 25 x 1000.

Le 4° terme et le 5° terme sont tous deux formés d’un entier impair suivi d’un nombre de
zéros. Leur produit est donc formé d’un entier impair suivi d’'un nombre de zéros

Cette régularité se poursuivra. Donc, a partir du 6° terme, le nombre de zéros a la fin du
terme est égal a la somme des nombres de zéros a la fin des deux termes précédents.
Dongc, a partir du 4° terme, le nombre de zéros a la fin des termes est égal a :

1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144,233
Il y a donc 233 zéros a la fin du 15° terme.
Solution 1

Puisque a, b et ¢ sont trois termes consécutifs d’une suite arithmétique, il existe un nombre
d pour lequel b =a+d et c = a+ 2d.

Donc :
a*—bc = a*—(a+d)(a+2d) =a®—a*—3ad — 2d* = —3ad — 2d°
v’ —ac = (a+d)?—ala+2d) =a®+2ad+ d* — a® — 2ad = d*
& —ab = (a+2d)?—ala+d)=a®+4ad + 4d* — a* — ad = 3ad + 4d*
On a donc :
(b —ac) — (a® — be) = d* — (—3ad — 2d*) = 3d* + 3ad
et

(¢ —ab) — (b* — ac) = (3ad + 4d*) — d* = 3d* + 3ad

Donc (b — ac) — (a* — be) = (¢® — ab) — (b* — ac). La suite a® — be, b* — ac, ¢* — ab est donc
arithmétique.

Solution 2

Puisque a, b et ¢ sont trois termes consécutifs d’une suite arithmétique, il existe un nombre
d pour lequel a =b—d et c=b+d.

Donc :

a> —be = ( d)? —b(b+d) =b* — 2bd + d*> — b* — bd = —3bd + d*
V—ac = B*—(b-—d)(b+d) =0 - +d*=d°
& —ab = (b+d) (b—d)b=b*+2bd + d* — b* + bd = 3bd + d*
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On a donc :
(b? — ac) — (a* — be) = d* — (—3bd + d*) = 3bd
et
(> —ab) — (b* — ac) = (3bd + d*) — d* = 3bd
Donc (b — ac) — (a? — be) = (¢? — ab) — (b* — ac). La suite a® — be, b* — ac, ¢ — ab est donc
arithmétique.

Solution 3

Pour montrer que a? — be, b* — ac et ¢ — ab sont trois termes consécutifs d'une suite
arithmétique, on peut démontrer que (¢ — ab) + (a* — be) = 2(b* — ac).

Puisque a, b et ¢ sont trois termes consécutifs d'une suite arithmétique, a + ¢ = 2b.

Or :

(¢ —ab) + (a®* —bc) = *+a®>—bla+c)

4 a* + 2ac — b(a + ¢) — 2ac
(c+a)* —bla+ c) — 2ac

= (c+a)(a+c—b)—2ac

2b(2b — b) — 2ac

2b*> — 2ac

= 2(b* — ac)

Donc, a® — be, b* — ac et ¢* — ab forment une suite arithmétique.

8. (a) On transforme I’équation, avec les lois des logarithmes, de maniere a pouvoir isoler y :
logox —2log,y = 2
logy & — logy(y®) = 2
x
log (—) = 2
2 y2

= 22

@wl S

y2

y = +3V7
Puisque le domaine de la fonction log, est I’ensemble des réels strictement positifs, on doit
avoit x > 0 et y > 0. On a donc :

=
&
|

y=3vx (z>0)
Voici une esquisse du graphique de cette fonction :

y
A
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(b) Solution 1
On trace les segments AF et AC.

A B

E
C

Puisque DFE est parallele a BC' et que AD est perpendiculaire a BC', alors AD est per-
pendiculaire & DFE, c¢’est-a-dire que ZADE = 90°.

Donc, AFE est un diametre.

Or, les angles FAC et EBC' sont congrus, puisqu’ils interceptent le méme arc EC.

Donc /ZFAC+/ZABC = /ZEBC+/ZABC = ZFEBA. Ce dernier angle mesure 90°, puisque
AFE est un diametre.

Solution 2
On trace les segments AE et AC.

A B

E
C

Puisque DE est parallele a BC' et que AD est perpendiculaire & BC, alors AD est per-
pendiculaire a DFE, c¢’est-a-dire que ZADE = 90°.

Donc, AFE est un diametre.

Donc ZECA = 90°.

Or, les angles ABC' et AEC sont congrus, puisqu’ils interceptent le méme arc AC.

Donc /ZFAC+/ZABC = ZEAC+ /ZAEC = 180°— ZECA, d’apres la somme de la mesure
des angles du triangle AEC.

Puisque ZECA =90°, alors ZEAC + ZAEC = 90°.
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Solution 3
On trace les segments AE, AC et CD.

A B

E
C

Puisque DFE est parallele a BC' et que AD est perpendiculaire a BC', alors AD est per-
pendiculaire a DF, c¢’est-a-dire que ZADE = 90°.

Donc, AFE est un diametre.

Or, les angles ABC' et ADC' sont congrus, puisqu’ils interceptent le méme arc AC.

De plus, les angles FAC et EDC' sont congrus, puisqu’ils interceptent le méme arc EC.
Donc /ZFAC + ZABC = ZEDC + ZADC = ZADE = 90°.

Solution 1
Puisque sin® z + cos? 2 = 1, alors cos?>z = 1 — sin® 2. Donc :

f(z) = sin®z+ (1 —sin®2)® 4 k(sin® 2 + (1 — sin® 2)?)
= sin®z+1—3sin?z + 3sin* x — sin® z + k(sin*z + 1 — 2sin® z + sin* 2)
= (14 k) — (3+2k)sin®z + (3 + 2k)sinz
Si 34 2k = 0, clest-a-dire si k = —32, alors f(z) = 1+ k, ou f(z) = —3 pour toutes les

27
valeurs de x. Si k = —%, la fonction est donc constante pour toutes les valeurs de x.

(Sik#—32 ona:

fO) = 1+k
fr) = Q1+k)—-B+2k) 3)+B+2k) (3)=1+1k
FEm) = (U+k) = (B+2k) (5) +(B+2k) (55) = 15 + 2k

Ces trois valeurs ne peuvent étre égales pour une méme valeur de k. Donc, f(z) n’est pas
constante si k # —32.)

Solution 2
Puisque sin® z + cos? 2 = 1, alors :

f(zr) = (sin®x 4+ cos® * 2 —sin? x cos® z + cos® x) + k(sin* z + cos® 2)

= (sin® 4+2sin®*z cos® z + cos’ z — 3sin® x cos® 1)

x)(sin

k(sin® z + 2sin® 2 cos® x + cos* & — 2sin® x cos® )

21)? — 2sin® x cos® 1)

= ((sin? ¥ + cos® 7)* — 3sin® z cos® x) + k((sin® z + cos
= 1—3sin’zcos®z + k(1 — 2sin® z cos® 1)
= (14 k) — (3+2k)sin®zcos’x

Si 34 2k = 0, clest-a-dire si k = —32, alors f(z) = 1+ k, ou f(z) = —3 pour toutes les

valeurs de z. Si k = —%, la fonction est donc constante pour toutes les valeurs de z. (On
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peut vérifier, comme dans la Solution 1, que si k # —%, f(x) n’est pas constante.)

Solution 3

Pour que f(x) soit constante, il faut que f'(x) = 0 pour toutes les valeurs de z.
Par dérivation en chaine, on obtient :

f'(x) = 6sin’xcosz — 6cos’ wsinx + k(4sin® r cosz — 4 cos® zsin 7)
= 2sinx cos z(3(sin 2 — cos* ) + 2k(sin® x — cos® 7))
= 2sinzcosz(sin? x — cos® 7)(3(sin® x + cos® ) + 2k)
= 2sinxcosz(sin®z — cos® x)(3 + 2k)
Si 3+ 2k = 0, c’est-a-dire si k = —%, alors f/'(x) = 0 pour toutes les valeurs de z. La

fonction est alors constante pour toutes les valeurs de x.
(Si 34 2k # 0, on peut choisir x = %7‘(‘, par exemple, pour montrer que f’(éﬂ) £ 0 et que
f(x) n’est pas constante.)

Solution 1

On utilise I'expression simplifiée de f(x) de la partie (a), Solution 1 :

flx) = (1+Fk)— (3+2k)sin®z + (3 +2k)sin*z

On veut donc résoudre :

Donc. sin?z = L ousin?z = 2. Donc sinz = +2% ou sinz = +
1 4 2

Donc :

0,3 — (1,6)sin®z + (1,6)sin*z =
16sin x — 16sin’x +3 =
(4sin*z — 3)(4sin*x — 1) =

o, © © ©

T = %ﬂ' + 27k, %ﬂ' + 27k, %7‘(‘ + 27k, %7? + 2mk, %7? + 2mk, %W + 2nk, %W + 27k, §7T + 27k

(ke?Z)

Solution 2

On utilise I'expression simplifiée de f(x) de la partie (a), Solution 2 :

f(z) = (1+k)— (3+2k)sin’vcos’x

On veut done résoudre :

0,3 — (1,6)sinzcos’xr = 0
0,3 — (1,6)sin®z(1 —sin®z) =
1,6sin*z — 1,6sin’z + 0,3

On continue comme dans la Solution 1.

Solution 3

On utilise 'expression simplifiée de f(x) de la partie (a), Solution 2 :

f(z) = (1 +k) - (3+2k)sin®vcos’x
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On utilise 'identité sin 2z = 2sin z cos ¢ pour simplifier f(x) davantage :
f(@)=(1+k)—1(3+ 2k)sin*2z

On veut done résoudre :

0,3 —1(1,6)sin’2z = 0
4sin?2x = 3
sin’2r = %

Donc sin 2z = :I:\/Tg.
Donc :
2r = %ﬂ' + 27k, %7‘(‘ + 27k, %7‘(‘ + 27k, §7r +2rk (k€Z)
ou
x = %W—F?Tk,%ﬂ—i-ﬂ'k,%ﬂ'-i-ﬂk,%ﬂ—i—ﬂ'k (keZ)

(Bien qu’elle paraisse différente, cette solution est conforme a la Solution 1, puisque cha-
cune des quatre familles de racines comporte « + 7wk » et dans la Solution 1, chacune des
huit familles de racines comporte « + 27k ».)

Solution 1
On utilise expression simplifiée de f(x) de la partie (a), Solution 2 :

flx)=(1+k)— (3+2k)sin®z + (3 + 2k)sin*z

On veut déterminer les valeurs de k£ de maniere qu’il existe un nombre réel ¢ pour lequel
f(¢) = 0. (De la partie (a), il n’existe pas un nombre réel ¢ pour lequel f(c) =0si k= —32.)
Soit u = sin® z.

Alors u prend toutes les valeurs dans l'intervalle de 0 a 1, car sin z prend toutes les valeurs
dans l'intervalle de —1 a 1.

On cherche les valeurs de k pour lesquelles 1’équation

(B3+2k)u* — (3+2k)u+ (1+k)=0 (%)

admet une racine dans 'intervalle 0 < v < 1.
On doit d’abord s’assurer que I’équation (*) admet des racines réelles, c’est-a-dire que :

(34 2k)* —4(3+2k)(1+k
(34 2k)(3+2k —4(1 + k)
(34 2k)(—1 — 2k

(34 2k)(1+ 2k

~— N N

IN IV IV IV
o o o o

Cette condition est vérifiée dans 'intervalle —% <k< —% (puisque k # —%)

Ensuite, on détermine les valeurs de k pour lesquelles I’équation (*) admet des racines
dans l'intervalle 0 < u < 1. On peut supposer que —% <k< —%.

On résout 1'équation (*) a l'aide de la formule pour une équation du second degré :

(34 2k) + /(3 + 2k)2 —4(3 + 2k) (1 + k)
2(3 + 2k)
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ou

(3+2k) £ /=3 +2k)(1 + 2k)
2(3 + 2k)

Puisque k > —%, alors 3 + 2k > 0.
Pour que u soit dans l'intervalle de 0 a 1, il faut que :

1+ 2k

+
3+ 2k

N | —
| —

142k
0<4/— <1

- 3+2k —

o 14 2%
it <1
- 3+2k

Puisque —% <k< —%, alors 3+ 2k > 0 et 1 + 2k < 0. Donc, I'inéquation de gauche est
vérifiée. 14 9%
On résout — A 1, ou —(1 4+ 2k) < (3 + 2k) (on peut multiplier chaque membre

3+2k —
par (3 + 2k), car 'expression ne prend aucune valeur négative). On obtient —4 < 4k, ou

k > —1. Donc, I'inéquation de droite est vérifiée si k > —1 et —% <k< —%, c’est-a-dire
si—1<k<—3.

Solution 2
On utilise I'expression simplifiée de f(x) de la partie (b), Solution 3 :

f(@)=(1+k)— 1(3+ 2k)sin* 2z
Pour résoudre 1'équation f(z) = 0, il faut résoudre :
(1+k)— 1(3+2k)sin*2z =0
ou
41+ k)
3+ 2k

Cette équation admet des racines réelles (des valeurs de sin 2z, puis des valeurs de z), si :

sin? 2z =

o< AR
- 342k —

Si 3+ 2k > 0, on peut multiplier les membres de I'inéquation par 3 4+ 2k pour obtenir :

0<4(1+k) <3+2k

L’inéquation de gauche donne k > —1 et celle de droite donne k < —1

On obtient —1 < k < —%.

V]

Si 3+ 2k < 0, on peut multiplier les membres de I'inéquation par 3 4+ 2k pour obtenir :
0>4(1+k)>3+2k

L’inéquation de gauche donne k < —1 et celle de droite donne k > —%. Ceci est impossible.
Si 34 2k =0, on a vu dans la partie (a) que f(z) est constante et pas égal a 0.

Alors, —1 < k < —%.
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10. Partout, dans ce qui suit, on utilisera les propriétés suivantes :

Lorsqu’un triangle acutangle est inscrit dans un cercle : le centre du cercle est situé
a 'intérieur du triangle ; chaque c6té du triangle définit un grand arc dans lequel est
inscrit 'angle opposé au coté ; les sommets du triangle divisent le cercle en trois arcs
qui sont chacun moins d'un demi-cercle.

Comment le sait-on ?

On considere une corde qui n’est pas un diametre. Un angle qui intercepte la corde
et qui est inscrit dans le grand arc est aigu; un angle qui intercepte la corde et qui
est inscrit dans le petit arc est obtus.

On considere maintenant un triangle acutangle inscrit dans le cercle. Puisque chaque
angle du triangle est aigu, chacun est inscrit dans le grand arc défini par le coté
opposé. De méme, un arc de cercle délimité par deux sommets consécutifs doit étre
un petit arc, puisqu’il est intercepté par un angle aigu.

Si le centre du cercle était a l'extérieur du triangle, on pourrait tracer un diametre
completement a l'extérieur du triangle.

/

Un des angles aigus du triangle intercepterait alors une corde, tout en étant inscrit
dans le petit arc défini par la corde, ce qui contredit la premier énoncé ci-haut.
Le centre du cercle est donc situé a l'intérieur du triangle.

Puisque N = 7, on peut choisir les 3 sommets d'un triangle parmi 7 points. On peut

le faire de ; fagons, c’est-a-dire de 35 facons. On peut donc former 35 triangles. On

détermine le nombre de ces triangles qui sont acutangles.

Soit A; le premier sommet d’un triangle.

On construit le triangle en choisissant les deux autres sommets dans le sens des aiguilles
d’une montre dans la figure qui suit.

On choisit ces sommets en tenant compte de la longueur de l'arc depuis le sommet
précédent — chacun de ces arcs doit étre plus petit qu'un demi-cercle.

Puisqu’il y a 7 points placés a intervalles réguliers, on suppose que la circonférence a une
longueur de 7. Chaque arc délimité par deux sommets consécutifs doit avoir une longueur
de 3 ou moins.

Le deuxieme sommet peut donc étre A,, Az ou Ay.

Si on choisit As, le troisieme sommet doit étre As pour que les deux autres arcs aient une
longueur de 3 ou moins. (La figure suivante le montre bien.)
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Si on choisit As, le troisieme sommet doit étre As ou Ag.
Si on choisit Ay, le troisieme sommet doit étre As, Ag ou As.
On peut donc former 6 triangles acutangles qui ont A; pour premier sommet.

On peut recommencer en choisissant chacun des 6 autres points comme premier som-

met, pour un total de 7 x 6 triangles acutangles, c¢’est-a-dire 42 triangles acutangles.

Or, chaque triangle a alors été compté 3 fois, car chacun de ses sommets aura été choisi

comme premier sommet. Le nombre total de triangles acutangles possibles est égal a 4,72,

ou 14.

La probabilité de choisir un triangle acutangle est donc égale a %, ou %

Solution 1

Puisque N = 2k, on peut choisir les 3 sommets d’un triangle parmi 2k points. On peut
.. 2k . .. 2k(2k—-1)(2k -2

donc choisir 3) triangles, c¢’est-a-dire ( 6)< )

On détermine le nombre de triangles acutangles comme dans la partie (a), en déterminant

le nombre de triangles acutangles qui ont un premier sommet en A;, en multipliant ce

nombre par 2k, puis en divisant par 3.

triangles en tout.

Soit Ay le 1¥* sommet d’un triangle et soit 2k la circonférence du cercle.

Le point A;; est diamétralement opposé a Aj.

Puisque le triangle ne peut étre situé d’un coté d’un diametre, le 2° sommet doit étre choisi
parmi les points As, As, ..., Ax. Le 3° sommet doit étre choisi parmi les points Agio, Ari3,
..., Ao, de maniere que les trois arcs soient moins longs qu'un demi-cercle.

Si le 2° sommet est A,, peu importe le point choisi pour le 3¢ sommet, un des arcs, soit
de As au 3° sommet ou du 3° sommet a A;, aura une longueur plus grande que k. Il n’y
a donc aucune possibilité pour un 3° sommet d’un triangle acutangle.

Si le 2¢ sommet est Ag, le 3° sommet doit étre A, 9. En effet, 'arc entre les 2° et 3° som-
mets a alors une longueur de k — 1, de méme que ’arc entre les 3° et 1" sommets. Il y a
donc une possibilité pour le 3° sommet.

Si le 2° sommet est Ay, le 3° sommet doit étre Ap.o ou A, 3. En effet, si le 3° sommet
est Agyo, arc entre les 2° et 3° sommets a une longueur de k — 2 et 'arc entre les 3° et
1°" sommets a une longueur de k — 1. Si le 3° sommet est Ag, 3, 'arc entre les 2° et 3° som-
mets a une longueur de k — 1 et I’arc entre les 3° et 1°" sommets a une longueur de k — 2.
Si le 3° sommet est un autre point, un des deux arcs sera plus long que k£ — 1.

De facon générale, si le 2° sommet est A; (3 <i < k) et le 3° sommet est A;, la longueur
d’arc de A; a A; et la longueur d’arc de A; a A; doivent étre inférieures a k. Donc j—i < k
et (2k+1)—j <k, douj<i+ketk+1<jouk+1<j<k+i Lenombrede
possibilités pour j est égal a (k+i—1) — (k+ 1), oui — 2.

A mesure que ¢ avance de 3 a k, les valeurs de ¢ — 2 avancent de 1 a k — 2, ce qui donne
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un total de 1+2+ -+ + (k — 2) triangles acutangles, c’est-a-dire £ (k — 2)(k — 1) triangles
acutangles dont le premier sommet est A;.

En tout, il y a 5(2k) x 3(k—2)(k —1) triangles acutangles, ¢’est-a-dire #(2k)(k —2)(k—1)
triangles acutangles.

La probabilit¢ le triangle soit acutangle cst done égale & 820k Z2)(k = 1)

@ probabilité pour que le friangle soit acutangle est done gale & 1 opyo Ty o)
k-2

M=

Solution 2

Comme dans la Solution 1, si N = 2k, il y a (23k) triangles en tout.

On détermine le nombre de triangles acutangles qui ont un sommet en A;.

Soit 2k la circonférence du cercle.

Les sommets de n’importe quel triangle divisent la circonférence en trois longueurs, soit
a, b et ¢, a partir de A; en procédant dans le sens des aiguilles d’'une montre.

On veut compter le nombre de triangles acutangles formés de cette maniere, puis multiplier

2k
ce nombre par 3 comme dans la Solution 1, pour obtenir le nombre total de triangles

acutangles.

On cherche les solutions de 'équation a + b + ¢ = 2k (a,b,c > 1). (Ces solutions corres-
pondent a des partitions du cercle.) Puisqu’on cherche des triangles acutangles, on doit
aussi avoir a,b,c < k (ceci a été établi dans le préambule). Chaque solution de 1’équation
correspond a un triangle particulier et vice-versa.

Il faut donc établir le nombre de solutions de 1'équation a + b+ ¢ = 2k, (1 < a,b,c < k).
On considere la transformation définie par o’ =k —a, b/ =k —bet ¢ =k —

Puisque a,b,c < k, alors a/,b',c > 0.

De plus, a + b+ ¢ = 2k si et seulement si 3k — (a + b+ ¢) = k si et seulement si
(k—a)+ (k—b)+ (k—c) =k si et seulement si o’ +b' + ¢ = k.

La transformation établit donc une correspondance biunivoque entre les triangles acu-
tangles que 'on cherche et tous les triangles dont les sommets sont choisis parmi & points
et dont un sommet est A;. (Puisque la transformation peut étre renversée, il s’agit d’une
correspondance biunivoque, ¢’est-a-dire d’une bijection.)

C.

Le nombre total de tels triangles est égal a ( ), puisqu’on choisit 2 sommets parmi

2
k — 1 points.
Donc, le nombre total de triangles acutangles ayant un sommet au point A; est égal a
_ 2k —
K 9 ! . Le nombre total de triangles acutangles est donc égal a 5 (k 9 ! , c’est-a~dire
2k (k—1)(k —2 E(k—1)(k—2
a ?( >2( ), ou ( ?))( ) Pour obtenir la probabilité, on divise par <23k>.
) 6 k(k—1)(k—2) k—2
On obtient .
HOPHERY o) 2k — 1)(2k — 2) 3 Y
D’apres (b), la probabilité est égale a 4k_ 5
-2
On cherche les valeurs de k pour lesquelles T 20%7, a étant un entier strictement

positif.
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On utilise le produit en croix pour obtenir 2007(k — 2) = a(4k — 2).
Puisque le membre de droite est pair, le membre de gauche doit étre pair. Donc k& — 2 est
pair, d’ou k est pair. Posons k = 2m, m étant un entier positif, m > 1.
Donc 2007(2m — 2) = a(8m — 2), ou 2007(m — 1) = a(4dm — 1).
Puisque
(Adm—-1)—4(m—-1)=3 (%)

les diviseurs communs possibles de 4m — 1 et de m — 1 sont 1 et 3 (puisqu’'un diviseur
commun de 4m — 1 et de m — 1 doit aussi étre un diviseur de 3 selon (*)).
On a donc PGCD(4m — 1,m — 1) =1, ou PGCD(4m — 1,m — 1) = 3.

Si PGCD(4m — 1,m — 1) = 1 alors 4m — 1 et m — 1 n’admettent aucun diviseur commun
autre que 1. Puisque 2007(m —1) = a(4m — 1), alors 4m — 1 est un diviseur de 2007(m —1)
et 4m — 1 est donc un diviseur de 2007, puisque 4m — 1 et m — 1 n’admettent aucun
diviseur commun.

Or 2007 = 9 x 223 = 32 x 223. Les diviseurs positifs de 2007 sont donc 1, 3, 9, 223, 669 et
2007.

Les diviseurs de la forme 4m — 1, m étant un entier positif quelconque, sont 3, 233 et 2007.
On a donc :

dm —1 1 3 | 233 | 2007
m 1] 56| 502

a 0| 495 | 2004

k 112 | 1004
(Sim =1, alors a = 0, ce qui est inadmissible. Il n’y a alors aucune valeur de k.)

Si PGCD(4m — 1,m — 1) = 3, alors m — 1 est divisible par 3.

Donc m — 1 = 3p, p étant un entier non négatif.

Donc 4m—1 = 12p+3 et I'équation 2007(m—1) = a(4m—1) devient 2007(3p) = a(12p+3),
ou 2007p = a(4p + 1).

Remarquer que PGCD(4p + 1,p) = 1, puisque PGCD(12p + 3, 3p) = 3.

Puisque 4p + 1 est un diviseur de 2007p et que 4p + 1 et p n’admettent aucun diviseur
commun, alors 4p + 1 est un diviseur de 2007.

Les diviseurs de 2007 de la forme 4p + 1 sont 1, 9 et 669. On a donc :

p+1[1] 9] 669
» | 0] 2 167
m | 1| 7| 502
a | 0] 446 | 501
k 14 | 1004

(Sim =1, alors a = 0, ce qui est inadmissible. Il n’y a alors aucune valeur de k.)

Donc, les valeurs possibles de k sont 14, 112 et 1004.



